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Motivation

e On a défini la classe des ensembles (d’entiers) calculables;
e Certains ensembles ne le sont pas, par exemple

{< M >, M(< M >) ne s'arréte pas }.

On voudrait un ordre pour comparer la difficulté de calcul des
ensembles.



® Trouver un ordre

@® Etudier les propriétés de cet ordre
© Répondre au probléme de Post
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On dispose déja de la relation d'ordre <,,, (many to one)

A<, B& (3f,re As f(x) € B)
avec f calculable (donc totale).
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On dispose déja de la relation d'ordre <,,, (many to one)

A<, B& (3f,re As f(x) € B)
avec f calculable (donc totale).

Entrée : z
Calculer f(x);
Tester si f(z) € B et renvoyer le résultat.
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Posons (' = {z, ®,(x) |} et {/ son complémentaire.
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Posons (' = {z, ®,(x) |} et {/ son complémentaire.

Ona (W £ ( : en effet, comme (I est récursivement énumérable,
() < (' = O récursivement énumérable
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Posons (' = {z, ®,(x) |} et {/ son complémentaire.

Ona (W £ ( : en effet, comme (I est récursivement énumérable,

0" < (' = @/ récursivement énumérable = (' récursif, absurde.
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Probléme

Posons () = {x, ®,(z) |} et (' son complémentaire.

Ona () £ : en effet, comme )/ est récursivement énumérable,
(0 < @' = (/ récursivement énumérable = (' récursif, absurde.

Pourtant, connaissant un ensemble A, il est simple de calculer
I'ensemble A. On voudrait donc une réduction plus générale.



Probléme

Posons () = {x, ®,(z) |} et (' son complémentaire.

Ona () £ : en effet, comme )/ est récursivement énumérable,
(0 < @' = (/ récursivement énumérable = (' récursif, absurde.

Pourtant, connaissant un ensemble A, il est simple de calculer
I'ensemble A. On voudrait donc une réduction plus générale.



arbitraire A.

Une machine de Turing a oracle est une machine de Turing munie
d’une bande supplémentaire, qui est initialisée avec un ensemble
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Machines a oracle

Une machine de Turing a oracle est une machine de Turing munie
d’une bande supplémentaire, qui est initialisée avec un ensemble
arbitraire A.
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Machines a oracle
Une machine de Turing a oracle est une machine de Turing munie
d’une bande supplémentaire, qui est initialisée avec un ensemble
arbitraire A.

Pour I'ensemble {2,3,5,7,11,13,...} :
0] o0




Réduction de Turing

On note A <p B quand il existe une machine a oracle qui, avec
['oracle B, calcule A.
C’est plus général que <, :

En effet, si f: A — B est calculable et telle que

x € A< f(z) € B, alors on peut construire une machine a oracle
qui sur l'entrée x calcule n = f(x) et qui renvoie le n-iéme bit de
I'oracle.



Degrés de Turing
Un degré de Turing est une classe d’ensembles indistinguables pour
la relation <7, c’est & dire une classe d'équivalence pour la relation

A=rB& A<y BAB<p A

On note A le degré de Turing de I'ensemble A.
Les degrés héritent de I'ordre <7 : A <7 B s'il existe Ay (resp.
By) de degrés A (resp. B) tels que Ag <r By.
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Les degrés héritent de I'ordre <7 : A <7 B s'il existe Ay (resp.
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Degrés de Turing

Un degré de Turing est une classe d’ensembles indistinguables pour
la relation <7, c’est & dire une classe d'équivalence pour la relation

A=rB& A<y BAB<p A

On note A le degré de Turing de I'ensemble A.
Les degrés héritent de I'ordre <7 : A <7 B s'il existe Ay (resp.
By) de degrés A (resp. B) tels que Ag <r By.
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Un degré de Turing est une classe d’ensembles indistinguables pour

la relation <7, c'est & dire une classe d'équivalence pour la relation
A=r B A<y BAB<7 A
On note A le degré de Turing de I'ensemble A.

Les degrés héritent de 'ordre <p : A <7 B s'il existe Ay (resp.
By) de degrés A (resp. B) tels que Ag <p By.
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Pour tout ensemble A on note A’ I'ensemble des codes de machines
a oracle qui, avec |'oracle A, terminent sur leur propre code.

A" = {0, &) 4}
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Saut de Turing

Pour tout ensemble A on note A’ I'ensemble des codes de machines
a oracle qui, avec |'oracle A, terminent sur leur propre code.

A = (i, ®00) 1)

On peut reformuler le théoréeme d'indécidabilité du probléme de
I'arrét :
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Saut de Turing

Pour tout ensemble A on note A’ I'ensemble des codes de machines
a oracle qui, avec |'oracle A, terminent sur leur propre code.

A = (i, ®00) 1)

On peut reformuler le théoréeme d'indécidabilité du probléme de
I'arrét :

®<T®,

En faisant la méme preuve avec des machines a oracle, on obtient
que pour tout ensemble A,

A<TA/



Cette définition passe

aux degrés :

A=A
car si A =7 B, alors A’

=T B
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Cette définition passe aux degrés :

A=A
carsi A =7 B, alors A’ =

=T BI.
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Cette définition passe aux degrés :

A=A
carsi A =7 B, alors A’ =

=T BI.

=7 Arrét
—

/)
S’//

Wang

DA



Cette définition passe aux degrés :

A=A
car si A =7 B, alors A’

=T BI.
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Jusque 13, on connait ces degrés de Turing :

D<@ <0 <...<0™ <. ..
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Jusque 13, on connait ces degrés de Turing :

D<@ <0 <...<0™ <. ..

Existe-t-il un degré de Turing a tel que @ <a < @' ?

«0O>» «F»r «=>»

<

it
-

DA



Il existe deux ensembles récursivement énumérables A et B dont les
degrés de Turing sont incomparables.
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degrés de Turing sont incomparables.

Il existe deux ensembles récursivement énumérables A et B dont les

Ce théoréme répond au probléme de Post (car A re. = A <7 ().
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Soient x,y et A tels que ®2(y) |. On définit I utilisation de ®2 sur
y, notée 2 (y) : c'est le plus grand indice d'une case de la bande
d’oracle lue par la machine.
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Soient x,y et A tels que ®2(y) |. On définit I utilisation de ®2 sur
y, notée 2 (y) : c'est le plus grand indice d'une case de la bande
d’oracle lue par la machine.
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Soient x,y et A tels que ®2(y) |. On définit I utilisation de ®2 sur
y, notée 2 (y) : c'est le plus grand indice d'une case de la bande
d’oracle lue par la machine.
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Soient x,y et A tels que ®2(y) |. On définit I utilisation de ®2 sur
1y, notée gof(y) : C'est le plus grand indice d'une case de la bande
d’oracle lue par la machine.
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Utilisation

Soient x,y et A tels que ®2(y) |. On définit I utilisation de ®2 sur
y, notée 4 (y) : c'est le plus grand indice d’une case de la bande
d’oracle lue par la machine.

o (x)

G e T e e e

e

Use principle

Si A et B coincident sur les 2 (y) premiers bits, alors
@7 (y) = @7 (y).



On construit A et B tels que pour tout e, 2 # 1 et &5 £ 1 4.
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On construit A et B tels que pour tout e, 2 # 1 et &5 £ 1 4.

Roe: 4+ 1p

Roes1: ®F # 1y

«O0>» 4F>» «=)r « =)

DA



On construit A et B tels que pour tout e, 2 # 1 et &5 £ 1 4.

Roe: 4+ 1p

Roes1: ®F # 1y

On construit A et B par étapes : A, est I'ensemble A 3 I'étape s,
et on pose A = UsA; (de méme pour B).
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On construit A et B tels que pour tout ¢, 2 # 1p et ®F £ 14
Roe: @4 #£1p

Roes1: ®F # 1y

On construit A et B par étapes : A, est I'ensemble A 3 I'étape s,
et on pose A = UsA; (de méme pour B).
Ri R2 Rsg Ry Rs Re Ri Rs Ro R
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On construit A et B tels que pour tout ¢, 2 # 1p et ®F £ 14
Roe: @4 #£1p

Roes1: ®F # 1y

On construit A et B par étapes : A, est I'ensemble A 3 I'étape s,
et on pose A = UsA; (de méme pour B).
R2 Rz Rs Rs Re Rr Rs

Ry Rio
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On construit A et B tels que pour tout e, & # 15 et ®5 £ 14
Roe : <I>£1 #+1p

Roer1: PF # 14

Ri Re R

On construit A et B par étapes : A, est I'ensemble A a I'étape s,
et on pose A = UsA; (de méme pour B).

Ry

Rs

Re

Rz Rg Ry Rio

«0O>» «F»r «=>»

« =

DA



On construit A et B tels que pour tout e, &2 # 1z et ®Z £ 14
Roe : @2 # 1p

Roes1: ®F # 14

On construit A et B par étapes : A, est I'ensemble A 3 I'étape s,
et on pose A = UsA; (de méme pour B).
R2 Rs

R4

Rs

Re

Rp R

13_2 Rio
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A I'étape s de la construction, on dit que Ry a un témoin valide
pour Roet1.

quand on a trouvé x tel que ®2(z)[s] # 15, () et symétriquement
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Construction (suite)

A I'étape s de la construction, on dit que Rg. a un témoin valide =
quand on a trouvé x tel que ®2(z)[s] # 15, () et symétriquement
pour Roet1.

Construction
A I'étape s, trouver le plus petit j tel que :
® On n’a pas encore de témoin pour R;.
® Le témoin qu'on a est invalide a |'étape s :
®2(2)[s] }=0 = 1p,(x) dans le cas ol j = 2e, et
®B(z)[s] 4= 0=14,(x) si j =2e+ 1.
Dans le cas 1 : affecter a R; un nouveau témoin x assez grand. Par
exemple si j = 2e, x est plus grand que tout @]]?(xf) pour
2f + 1 < 2e et différent des autres témoins des Roy.

Dans le cas 2 : mettre = dans B et supprimer tous les témoins
des Ry, k > 7.
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P (x)

e — 8
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P (z)

e 8

Comme x est assez grand, les R; plus prioritaires ne sont pas
affectés par le changement dans A.
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On a utilisé une méthode classique dans ce domaine : finite injury
priority method.

Turing.

On peut I'utiliser pour étudier d’autres aspects des degrés de
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On a utilisé une méthode classique dans ce domaine : finite injury
priority method.

Turing.

On peut I'utiliser pour étudier d’autres aspects des degrés de

Questions ?
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